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1)

2)

3)

4)

Correction de l'interrogation écrite du mardi 16 janvier 2018

Soit (X, d) un espace métrique complet. On rappelle qu’un sous-ensemble A C X est dit dense
dans X sion a A = X. Lorsque A C X est non vide, on définit son diamétre par

diam(A) := sup d(x,y),
X, yEA

qui peut éventuellement étre infini. Si x € X et R > 0, on désigne par B(x,R) la boule ouverte
de centre x et de rayon R dans (X, d).

Vérifier que si A C X est non vide, alors diam(A) = diam(A).

Réponse : Comme A C A, on a évidemment diam(A) < diam(A). Pour un € > 0 fixé, si
on considére 'ensemble A, = {x € X ; d(x,A) < &}, alors il est clair que A C A, et donc
diam(A) < diam(A;) < e+diam(A). Comme ¢ > 0 est arbitraire on en déduit que diam(A) =
diam(A).

Montrer que A est dense dans X si, et seulement si, pour tout ouvert non vide Q2 C X on a
ANQ + Q.

Réponse : Si A est dense dans X, c’est-a-dire si A = X, alors tout point de X est adhérent a
A : cela signifie que tout ouvert Q # ¢, qui est voisinage de chacun de ses points, rencontre
A. Réciproquement si pour tout ouvert Q2 non vide ona AN Q # @, alors en particulier pour
un point quelconque xo € X et tout voisinage non vide Q de xo ona ANQ *+ & : cela signifie
précisément que xo € A, donc X C A C X.

Soit (K, )»>1 une suite décroissante de fermés de X, c’est-a-dire & # K,,+1 C K,. On suppose
que R, = diam(K,,) — 0 lorsque n — oo. Montrer que si K = N,>1K,, alors K est réduit a
un point. (En choisissant un point x,, € K,,, on pourra montrer que (x,),>1 est une suite de
Cauchy, puis en déduire que K + @).

Réponse : Comme chaque K, est non vide, on peut fixer un élément x,, € K,. Maintenant,
si j = 1, puisque Ky +j C Ky, on a d(Xp4j,Xn) < d(xn,Knyj) < diam(K,). Sachant que
diam(K,) — 0, on conclut que la suite (x;),>1 est une suite de Cauchy, et comme (X, d) est
complet, on en déduit que (x,), converge vers un point xx € X. Or pour tout entier m > 1,
onax, € K,, dés que n = m ; comme K,, est fermé on en déduit que la limite x4 € K,,, et
cela pour tout entier m > 1. Par conséquent x4« € K, ce qui montre que ce dernier est non
vide. D’autre part diam(K) < diam(K,) pour tout n > 1, ce qui signifie que diam(K) = 0, et
K est réduit a un point. (C’est un lemme da a G. Cantor).

Soient (2,),>0 une suite d’ouverts de X tels que chaque Q,, soit dense dans X. On pose

A=) Qn.

n=0

On va montrer que A est dense dans X. Dans la suite on considére un ouvert non vide Q C X.
i) Soit ag € Q fixé et Ry > 0 tel que By = B(ao, Ro) C Q. Montrer qu’il existe a; € Bo N Qg
et Ry > 0 tels que si By := B(a;,Ry) on ait By C By N Qg et Ry < Ry/2.



Réponse : Comme Q est (un ouvert) dense dans X, et que By est un ouvert alors il existe
a; € By N Q. Puisque By N Q¢ est un ouvert, il existe donc un nombre R} < Ro/2 tel
que R} > 0 et la boule ouverte B(a;,R}) C By N Qp. En prenant R; < R} on voit que
El C B((ll,Rll) C By N Q.

ii) Sipourunentier n > 1 et 0 < k < n, les points ay et les boules ouvertes By := B(ag, Rx)
sont construits, montrer qu’il existe a,+1 € B, N Qy et Ryy1 tel que 0 < Ryy1 < Ry /2
vérifiant B,,+1 C By, N Q4.

Réponse : On procéde comme a la question précédente : comme Q,, est un ouvert dense
dans X, on peut fixer un point a,+; € B, NQ, * &, puis on sait qu’il existe R, ,; < Ry /2
tel que R,,.; > O et B(an+1,R,41) C By N Qy, car ce dernier est un ouvert contenant
Ayn+1. Enfin on fixe un réel positif R,,+; < R,.

iii) En utilisant la Question 3) avec K,, := B,,, montrer que A N Q # &, et en déduire que A
est dense dans X.

Réponse : On sait que K = N, 1K, # @ est réduit a un point, et puisque K, +; C
No<j<nf2 N 2}, on voit que K C AN Q. Cela implique donc que pour tout ouvert 2 on a
AN Q + J, et par conséquent A est dense dans X. (C’est le le Lemme de Baire).

5) Soit F C X un ensemble. Montrer que F est d’intérieur vide si, et seulement si, F¢ est dense
dans X.

Réponse : En effet si F est d'intérieur vide et que Q est un ouvert non vide de X, on sait que
Q n’est pas contenu dans F : par conséquent on doit avoir F¢ N Q # ¢, et on en déduit que
F¢ est dense dans X. Réciproquement si F¢ est dense dans X, pour tout ouvert non vide Q
on a F¢ N Q, ce qui signifie qu’aucun ouvert non vide peut étre contenu dans F, c’est-a-dire
que F est d’intérieur vide.

6) Soit (F;,)u>0 une suite de fermés de X tels que F,, est d'intérieur vide pour tout n > 0, et soit
F := U, Fn leur réunion. Montrer, en utilisant la Question 4), que F est d’intérieur vide.

Réponse : En posant 2, := F¢, on sait d’aprés la question précédente que Q, est un ouvert
dense dans X. D’apres le lemme de Baire, c’est-a-dire le résultat de la question Question 4),
on sait que Q := N,>10Q, est dense dans X. Comme Q = F¢, en utilisant de nouveau la
question précédente on conclut que F est dense dans X.

—— Exercice 2

Soit (X, d) un espace métrique compact. On consideére une application f : X — X vérifiant
1) Vix,y) EXXX, xz*y=d(f(x),f(y)<dx,y).
1) Onpose @(x) :=d (x, f(x)). Vérifier que @ : X — [0, ) est continue.

Réponse : Si x, vy € X, alors en utilisant I'inégalité triangulaire on a

@(x)=dx, f(x)) <dx,y)+dy, f(¥) +d(f (), f(x) <2d(x,y) + p(y).

On en déduit, en changeant les roles joués par x et y, que |@(x) — @(y)| < 2d(x,y), ce
qui implique que @ est continue sur X.




2) Soit m = infycx @ (x). Montrer qu’il existe a € X tel que @ (a) = m.

Réponse : Comme X est compact et @ est continue, cette derniére atteint son minimum sur
X.

3) Montrer que a est I'unique point fixe de f.

Réponse : Sionavaita # f(a), alors onaurait @ (f(a)) = d(f(a), f (f(a))) < d(a, f(a)) =
@(a), ce qui est en contradiction avec la définition de a comme point de minimum de .
On a donc a = f(a). Par ailleurs f posséde au plus un point fixe car si b # a était un autre
point fixe on aurait d(a,b) = d(f(a), f(b)) < d(a,b), ce qui n’est pas possible.

4) On fixe x¢ € X et pour n > 0 entier on pose x,+1 = f(xy), puis on considére la suite (7,),
définie par 7, = d(a, x,). Montrer que la suite (¥,), est décroissante et converge vers un
réel £ > 0 lorsque n — .

Réponse:On a1, =d(a,xn+1) =d(f(a), f(xn)) <d(a,x,) = r, car f est une contrac-
tion stricte. Ainsi (7, ), est une suite positive ou nulle et décroissante, elle converge donc
vers une limite £ > 0.

5) Montrer qu'il existe z € X, une valeur d’adhérence de la suite (x,), telle que d(a,z) = ¥, et
quesif +#0onal =d(a,f(z)) <d(a,z). En déduire que la suite (x,),, converge vers da.

Réponse : L’espace (X, d) étant compact, la suite (x;,),>1 admet au moins une valeur d’adhé-
rence z € X. Si (xp,)k=1 €st une sous-suite qui converge vers z lorsque k — oo, alors 7, =
d(a,xn,) — d(a,z), et comme la suite décroissante (7,), possede une seule valeur d’adhé-
rence ¥, on doit avoir £ = d(a, z). On note aussi que d'une part d(a, f (xy,)) — d(a, f(z)),
et que d’autre part d(a, f(xyn,)) = d(a, X14n,) = 14n, = £ eton a donc d(a, f(z)) = L. Si
on avait £ # 0, cela signifierait que a # z et donc £ = d(a, f(z)) < d(a,z) = ¥, ce qui n’est
pas possible. On a donc a = z, et ainsi la suite (x,), posséde une unique valeur d’adhérence,
a, dans I'espace compact (X, d). Par conséquent la suite (x,), converge vers a.

6) En considérant X = [1,+) et f(x) := (x?> + 1)/x, montrer que I’hypothése de compacité
est nécessaire pour avoir 'existence d'un point fixe pour f.

Réponse : Vérifions que |f(x) — f(¥)| < |x —y| si x # y et x,» > 1. En effet on peut
supposer par exemple que x > 7, et puis écrire

_ VRIS SN SV s AU I S DOV _
Sfx) = fy)=x Yty Iy xX—=y Xy (1 xy>(x y)<x—y,

car xy > 1 (puisque x >y > 1) etainsi 0 < 1 — (1/xy) < 1. D’autre part f ne posséde pas
de point fixe car x > 1 et f(x) = x impliquerait que 1/x = 0, ce qui n’est pas possible. Par
conséquent I'hypotheése de compacité de 'espace métrique (X, d) est nécessaire.

—— Exercice 3

Soit n > 2 un entier. On désigne par .7, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n, et par
GL,(R) le sous-ensemble des matrices inversibles d’ordre »n. On fixe B € .#Z,,(R) et on définit
I'application @ : GL,(R) — .#,(R) par @ (A) := A"'BA.




1)

2)

3)

Montrer que @ est différentiable en tout point A € GL,(R) et déterminer @'(A)H pour
H e #7,(R).

Réponse : Pour A € GL,,(R) et H € .#,(R) telle que ||H|| < HA’l ,on sait que A+ H €
GL,(R)etque (A+H) ' =A"1"—A""HA' + O(||H||%). On en déduit que

@A+H) = (AT = AT'HA™ + O(IH|1*)) B(A + H),

Cest-a-dire p(A+ H) = A"'BA— A"'HA 'BA + A"'BH + O(||H||*. On en déduit que @ est
différentiable en tout point A € GL,,(R) et que ¢ (A)H = —A"'HA"'BA + A"'BH.

Soit A € R. En désignant par I la matrice identité de .#, (R), on pose B := Al. Déterminer
dans ce cas @'(A).

Réponse : Si B = Al, alors on a @ (A) = Al pour tout A, et donc @'(A) = 0.

On suppose qu’il existe Ay € GL,(R) telle que @' (Ay) = 0. Montrer que nécessairement on
doit avoir Ay 1BAy = B, puis en déduire que B = AI pour un certain A € R.

Réponse : Si en un point Ay € GL,(R) on a ¢'(4,) = 0, cela signifie que pour toute H €
My(R) ona Ag'HAG'BAy = Ag'BH. Par conséquent, en prenant H = [ et en simplifiant par
Ay, on déduit que Ay BAy = B. On en conclut que pour toute H € .#, (R) ona HB = BH, et
une matrice B qui commute avec toutes les matrices de .7, (R) est nécessairement du type
B = AI pour un A € R. En effet en prenant k, £ fixés tels que 1 < k,¥ < n, et pour H la
matrice telle que H;; = 0sii # kouj # L, et Hyy = 1, on voit que By; = Bix = 0 lorsque
j # £ et i+ k. Ainsi B doit étre une matrice diagonale, B = diag(Bi1, ..., Byn). En désignant
par (e;)1<i<n la base canonique de R", et en prenant k # £ et pour H la matrice telle que
He; =0pouri ¢ {k,{} et Hey = ep et Hey = ey, en calculant BHe, = HBej on conclut que
Bpy = B, C’est-a-dire que B = AI pour un certain A € R. (Et ainsi @(A) = Al et '(A) =0
pour toute matrice A).



