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Question de cours 1

Rappel : Les définitions que vous donnerez doivent être précises et rigoureuses.

1) Soit (𭑋,𭑑) un espace métrique. Donner le définition d’un point fixe d’une application, et celle
d’une application contractante.

2) Donner l’énoncé précis du théorème de point fixe de Banach et l’ébauche de sa preuve.

Exercice 1

On se place dans l’espace vectoriel 𭐸 ≔ 𭐶([−1, 1],ℝ) des fonctions continues à valeurs réelles
sur l’intervalle [−1, 1], muni de la norme uniforme ‖𭑓‖∞ ≔ sup𭑥∈[−1,1] |𭑓(𭑥)|. On désigne par
ℒ (𭐸) l’espace des applications continues de 𭐸 dans lui-même, et on note 𭑓(𭑥) ≔ 𭑓(−𭑥).

1) Soit 𭐿 : 𭐸 ⟶ 𭐸 l’application linéaire définie par

𭐿(𭑓)(𭑥) ≔ 𭑓(𭑥) − 𭑓(−𭑥) = (𭑓−𭑓)(𭑥).

Montrer que l’application 𭐿 est continue et calculer sa norme ‖𭐿‖ℒ (𭐸).

2) Déduire de la question précédente que le sous-espace vectoriel des fonctions paires

ℙ ≔ {𭑓 ∈ 𭐸 ; ∀𭑥 ∈ [−1, 1], 𭑓(𭑥) = 𭑓(−𭑥)}

est fermé dans (𭐸, ‖ ⋅ ‖∞).

3) Soit 𭛷 : 𭐸 ⟶ 𭐸 l’application définie par

𭛷(𭑓)(𭑥) ≔ 𭑓(𭑥)𭑓(−𭑥).

Montrer que l’application𭛷 est différentiable et calculer la norme de sa différentielle ‖𭐷𭛷(𭑓)‖
en un point 𭑓 ∈ ℙ, puis pour une fonction imapire 𭑓 c’est-à-dire 𭑓 = −𭑓.

4) Soit 𭑓0 ∈ 𭐸 la fonction définie par 𭑓0(𭑥) ≔ 𭑥. Déterminer le noyau

ker(𭐷𭛷(𭑓0)) ≔ {ℎ ∈ 𭐸 ; 𭐷𭛷(𭑓0)(ℎ) = 0}

de la différentielle de 𭛷 en 𭑓0.
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Exercice 2

Sur l’espace 𭐸 ≔ 𭐶([0, 1];ℝ) on considère les deux normes définies pour 𭑓 ∈ 𭐸 par

‖𭑢‖∞ ≔ sup
𭑥∈[0,1]

|𭑢(𭑥)|, ‖𭑢‖1 ≔ ∫
1

0
|𭑢(𭑥)|𭑑𭑥,

et l’application 𭛷(𭑢) ≔ sin(𭑢) (ce qui signifie 𭛷(𭑢)(𭑥) ≔ sin(𭑢(𭑥)) pour 𭑥 ∈ [0, 1]).

1) Montrer que 𭛷 : (𭐸, ‖⋅‖∞) ⟶ (𭐸, ‖⋅‖∞) est différentiable et calculer sa différentielle en un
point 𭑢 ∈ 𭐸. Est-ce que 𭛷 est de classe 𭐶2 ?

2) En étudiant la fonction 𭑓(𭑡) ≔ sin(𭑡)/𭑡 sur ℝmontrer que pour tout 𭑡 ∈ ℝ on a |sin(𭑡)| ≤ |𭑡|.
En déduire que l’application 𭛷 : (𭐸, ‖⋅‖1) ⟶ (𭐸, ‖⋅‖1) est continue en 𭑢0 ≔ 0 ∈ 𭐸.

3) Soit 0 < 𭛼 < 1. Pour 𭑛 ≥ 2, on définit la fonction ℎ𭑛 en posant

ℎ𭑛(𭑥) ≔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

𭑛𭛼 si 0 ≤ 𭑥 ≤ 1
𭑛

𭑎𭑛𭑥+𭑏𭑛 si 1
𭑛 ≤ 𭑥 ≤ 2

𭑛
0 si 2

𭑛 ≤ 𭑥 ≤ 1.

Trouver 𭑎𭑛, 𭑏𭑛 ∈ ℝ pour que ℎ𭑛 ∈ 𭐸, et montrer que ‖ℎ𭑛‖1 → 0 lorsque 𭑛 → ∞.

4) Montrer que

lim
𭑛→∞

‖𭛷(ℎ𭑛) − ℎ𭑛‖1
‖ℎ𭑛‖1

= 1,

et en déduire que 𭛷 n’est pas différentiable dans (𭐸, ‖⋅‖1) en 𭑢0 ≔ 0.

Exercice 3

Soient (𭐸, ‖⋅‖) un espace vectoriel normé etℒ (𭐸) l’ensemble des applications linéaires continues
de 𭐸 ⟶ 𭐸. On note 𭐼 l’application identité de 𭐸 ⟶ 𭐸, et on souhaite prouver qu’il n’existe pas
d’opérateurs linéaires 𭐴,𭐵 ∈ ℒ (𭐸) tels que

(1) 𭐴𭐵−𭐵𭐴 = 𭐼.

(On dit que l’identité n’est pas le commutateur de deux opérateurs bornés).

1) En supposant que (1) est vraie, montrer par récurrence sur l’entier 𭑛 ≥ 0 que l’on a (comme
toujours on convient de poser 𭐵0 = 𭐼)

(2) 𭐴𭐵𭑛+1 −𭐵𭑛+1𭐴 = (𭑛+ 1)𭐵𭑛.

2) Prouver que pour tout 𭑛 ≥ 0 on a

(𭑛+ 1)‖𭐵𭑛‖ ≤ 2‖𭐴‖ ⋅ ‖𭐵‖ ⋅ ‖𭐵𭑛‖ .

puis en déduire que si 𭑛 est assez grand alors 𭐵𭑛 = 0.

3) Montrer que si 𭑛 ≥ 2 est un entier tel que 𭐵𭑛 = 0 alors on a 𭐵𭑛−1 = 0, puis en déduire que
𭐵 = 0, de sorte que (1) n’est pas possible.


